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V. Balevičius. Taikomoji optika


Tomografija

Žodis “(((((”, išvertus iš graikų kalbos, reiškia riekę arba pjūvį. Taigi tomografija yra būdas nufotografuoti tam tikrą pasirinktąjį kūno sluoksnį (pjūvį). Dažniausia tiriamasis pjūvis yra kitų kūno sluoksnių šešėliuose. Tomografijos metodai leidžia eliminuoti jų įtaką. 

Tomografijos pradininku galima laikyti prancūzų gydytoją Pelisje (G. Pélissier). Jis dar 1931 m. rentgenografiškai tirdamas pacientą ekspozicijos metu liepė jam judinti žandikaulį. Tai leido nufotografuoti kaklo slankstelių dalis, kurios yra žandikaulių šešėlyje. Dėl suprantamų priežasčių (istorinių ir fizinių) didžioji dalis tomografinių tyrimų ir yra atlikta naudojant Rentgeno spindulius. Įvairūs kūno audiniai juos sugeria nevienodai, o tai ir atsispindi fotonuotraukoje – rentgenogramoje: fotoemulsijos pajuodavimas yra proporcingas į ją krintančios spinduliuotės intensyvumui. Pastaraisiais metais labai audringai vystosi BMR (branduolių magnetinio rezonanso) tomografija, kurioje naudojama radijo dažnio diapazono spinduliuotė, ir tuo būdu tiriamas objektas apsaugomas nuo žalingo Rentgeno spindulių poveikio. Fizikiniu požiūriu šių metodų skirtumai glūdi tik tame, kad naudojant Rentgeno spindulius atskirų sluoksnio dalių vaizdo kontrastingumas apsprendžiamas jų sugerties rodiklių skirtumo, o BMR tomogramoje atspindimi tų dalių sukinių tankio skirtumai. Abu metodai turi daug bendrų matavimų duomenų apdorojimo ypatumų.

Čia išnagrinėsime keletą tomografijos metodų. Pirmiausia juos galima padalinti į dvi stambias rūšis – į planigrafinę (fokusuotąją) tomografiją ir kompiuterinę tomografiją.

Planigrafinė tomografija.

Pirmuoju būdu šešėlių įtaka yra eliminuojama surištai keičiant spinduluotės šaltinio ir fotojuostos padėtį tiriamojo objekto atžvilgiu. Rentgeno spindulių šaltiniui slenkant iš kairės į dešinę (1 pav.), tiriamojo kūno dalių šešėliai juda priešinga kryptimi, t.y. iš dešinės į kairę. Nesunku pastebėti, kad kliuvinio ir tiriamojo objekto šešėliai juda skirtingais greičiais: per tą patį laiko tarpą, per kurį šaltinis pasislenka iš padėties A į D, kliuvinio šešėlis pasisuks iš X į X’, o tiriamojo objekto (tiriamojo sluoksnio) – iš Y į Y’. Taigi kliuvinio atvaizdas juda didesniu greičiu. Jeigu fotojuosta judės iš dešinės į kairę tokiu pat greičiu kaip ir tiriamojo objekto šešėlis, tai jo atvaizdas joje bus gana ryškus, tuo tarpu jį užstojančių detalių atvaizdai bus labiau išblukę. Taip bus ir su kitais plokštumos F taškais – jų atvaizdai bus ryškūs, o taškų, gulinčių plokštumose aukščiau ir žemiau F, bus vienokiu ar kitokiu mastu išblukę. Kitais žodžiais – taip galima selektyviai sufokusuoti spindulius ateinančius nuo objektų, esančių pasirinktoje plokštumoje, kuri vadinama židinio plokštuma. Tai ir yra planigrafinės (fokusuotosios) tomografijos principas. Atlikime kai kuriuos kiekybinius įvertinimus. Smulkiau panagrinėkime judėjimą (1 pav.), ir dėl simetrijos apsiribokime tik dešiniąją šio paveikslo dalimi. Spinduliuotės šaltinis, būdamas taške A, projektuoja objekto O šešėlį į tašką Y (2 pav.). Kitas objektas O’, esantis per h virš O, meta savo šešėlį taške X, o O” – taške Z. Tai reiškia, kad, judant šaltiniui, visų kitų (ne O) sluoksnio 2h taškų atvaizdai fotojuostoje bus “ištepti” (išblukinti) atkarpoje XZ. Tarkime, kad tai ir yra maksimaliai leistinas išblukinimas Bmax = XZ, kuomet atvaizdai dar atpažįstami. Fiksuokime šį parametrą ir įvertinkime, kokio storio (2h) sluoksnio taškų atvaizdai neviršys Bmax.
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1 pav. Planigrafinės (fokusuotosios) tomografijos principas.












2 pav. Planigrafinės tomografijos geometrija.

Pasinaudodami trikampių (ABO ir (OCY, (ABO’ ir (O’CZ panašumu (2 pav.), pastebime, kad
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kur a yra atstumas nuo šaltinio iki objekto O ir b – nuo šio objekto iki fotojuostos atitinkamai. Atėmus antrąją iš pirmosios
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(1)

Taigi matome, kad, esant fiksuotai Bmax, tuo aukštesnė tiriamojo sluoksnio F skyra pasiekiama, kuo didesnės šaltinio judėjimo ribos AD = 2 AB (1,2 pav.) ((). Tai tarsi “auksinės optikos taisyklės” (žr. Aparatinė funkcija…) aidas – daugelio optinių prietaisų (spektrometrų, interferometrų, hologramų ir kt.) skyra yra tuo aukštesnė, kuo didesnis juose sukuriamas spindulių optinių kelių skirtumas.

Jeigu struktūros, esančios aukščiau ar žemiau plokštumos F, yra pailgos (pvz. tiesūs kaulai) ir orientuotos išilgai šešėlių judėjimo krypties, jų šešėliai užklos sufokusuotąjį vaizdą pablogins jo kokybę. To galima išvengti tiesų šaltinio judėjimą iš A į D pakeitus sudėtingesniu –spiraliniu, elipsiniu ir kt. Fotojuostos judėjimas turi sekti šaltinio judėjimą, t.y. jie turi būti surišti kieta jungtimi. Tuomet vienodų šešėlio ir juostos greičių sąlyga bus išpildoma tik sluoksniui, kuriam a ( b (2 pav.). Tai reiškia, kad aktualus tyrimui sluoksnis gali būti išrenkamas keičiant šiuos geometrinius prietaiso parametrus.

Nesunku padaryti išvadą: planigrafinės (fokusuotosios) tomografijos privalumas yra tame, kad pjūvių atvaizdai gaunami iškart be jokių kompiuterinių manipuliacijų, o pagrindinis trūkumas – tiriamojo objekto ir kliuvinių šešėlių persiklojimas ne visada gali būti eliminuotas pakankamai efektyviai.

Kompiuterinė tomografija

Ši tomografijos rūšis įgalina esminiai eliminuoti šešėlių persiklojimus, atliekant įvairius matematinius matavimo duomenų apdorojimo triukus kompiuteriu. Tarkime, kad Rentgeno spinduliai nukreipiami į nevienalytį kūną. Nevienalytiškumas sąlygoja skirtingas įvairių kūno dalių silpninimo (sugerties) koeficiento ( vertes, ir jo kitimas visame objekto tūryje aprašomas kūno koordinačių x, y, ir z funkcija ( ( f(x, y, z). Jos pavidalas, priklausomai nuo kūno sandaros, gali būti labai sudėtingas, bet būtent šios funkcijos vertės įvairiuose pjūviuose ir atspindimos tomografiniuose atvaizduose. Diskretizavus ( ( f(x, y, z), kad ir kokia sudėtinga ji būtų, jos skaitinių verčių apdorojimas kompiuteriu atliekamas unifikuotai. Išilgai spindulio krypties sudalinkime tiriamąjį kūną plonais storio (z sluoksniais (3 pav.), taip kad kiekvieno sluoksnio viduje sugertį galėtume nusakyti viena silpninimo koeficiento verte (i (i ( 0, 1,…, N–1).












3 pav. Suminio intensyvumo susilpninimo matavimas.

Suminis spinduliuotės intensyvumo sumažėjimas išplaukia iš Bugero (Bouguer) dėsnio:

I ( I0 exp[– ((0 + (1 + (2 + … + (N–1)(z],



(2)
kur I ir I0 yra kritusios ir praėjusios spinduliuočių intensyvumai. Perrašome (2) paprasčiau, susiedami suminį spinduluotės silpninimą su optiniu tanku D ( –ln(I/I0):

((0 + (1 + (2 + … + (N–1)(z ( D.




(3)

Tuomet matome, kad, norint vienareikšmiai nustatyti N verčių (i , būtina turėti N verčių D, išmatuotų naudojant įvairias eksperimento konfigūracijas.


Šį uždavinį turime apibendrinti, prisimenant, kad visame kūno tūryje sugerties koeficientas ( yra trijų kintamųjų (x, y, z) funkcija. Taigi teigti, kad kiekvieno sluoksnio viduje sugertį nusakome vienintele silpninimo koeficiento verte (i, galima tik tuomet, jeigu ne tik jo storis, bet ir skersiniai matmenys pakankamai maži. Kitais žodžiais tai galioja tik nedideliam pjūvio ploteliui (3 pav.), kuris vadinamas vaizdo elementu (pixel – sutr. picture element). Spinduliuotės silpninimą visu sluoksnio skerspjūviu nusakys bendresnis sąryšis
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(4)

arba, sureikus trimatį diskretinį pavidalą, 
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(5)

Tai reiškia, kad (i (4) pakeičiami skirstiniu fi(xk, yl), ir čia indeksai k ir l nusako vaizdo elemento padėtį i-tojo sluoksnio skerspjūvyje. Taigi, norint nustatyti visas fi(xk, yl) vertes išsprendžiant lygčių sistemą (5), būtina turėti pakankamą eksperimentiškai išmatuotų optinio tankio verčių rinkinį Dkl. Jis suformuojamas atliekant objekto skenavimą, t.y. D matuojamas spinduliuotes šaltiniui ir jutikliui (detektoriui) surištai judant tiriamojo kūno atžvilgiu. Viena iš galimybių pavaizduota 4 pav. Matuojant vieno praėjusiojo spindulio intensyvumą, nustatome taip vadinamąjį suminį silpninimą (ray sum), t.y. dydį ( 
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, o tos pačios orientacijos spindulių suminių silpninimų rinkinys vadinamas projekcija.



4 pav. Objekto skenavimas kompiuterinėje tomografijoje.

Taigi šiame pavyzdyje naudojamos 4 projekcijos po 8 spindulius kiekvienoje. Tai reiškia, kad tokio skenavimo metu bus išmatuotos 32 suminio silpninimo vertės, ir principe įmanoma apskaičiuoti 32 sugerties koeficientų vertes. Ar toks jų skaičius pakankamas, priklauso nuo kūno sandaros sudėtingumo.

Eksperimentiniai optinio tankio matavimų duomenys kompiuteriu apdorojami įvairiais būdais, iš kurių pažymėtini:

1. Atgalinis projektavimas.

2. Algebrinis atstatymas.

3. Furjė vaizdavimas.

4. Nukoštasis atgalinis projektavimas.

Kad suprast šių metodų esmę, panagrinėkime spindulių praėjimą per labai paprastos ir žinomos sandaros objektą – taip vadinamąjį fantomą. Jo “vidus” toks, kad spinduliuotės silpninimo skirstinys nusakomas f(x,y), pavaizduotąja 5 pav. 


5 pav. Spinduliuotės susilpninimo fantomas.

Tai, kad jo sandara žinoma a priori, leis mums f(x,y), apskaičiuotuosius įvairiais metodais, palyginti su “tikruoju” ir įvertinti jų privalumus bei silpnąsias puses.

1. Atgalinio projektavimo metodas.

Šio metodo paaiškinimui išnagrinėkime paprasčiausią eksperimentą, kurio metu objekto dalių šešėliai projektuojami tik x ir y kryptimis (6 pav.). Silpninimo skirstiniai tuomet bus stačiakampės formos. Skaičiai reiškia spinduliuotės, formuojančios atitinkamą vaizdo elementą, suminį silpninimą (0 – sugerties nėra, o didesnės už 0 vertės nusako atitinkamai didesnį suminį silpninimą). 













6 pav. Atgalinio projektavimo metodas. 

Toliau šie skirstiniai projektuojami tuo pačiu keliu “atgal”. Tiriamojo objekto sritys, kuriose projektuojamieji šešėliai persikloja, sąlygos didesnį silpninimą. Šiam “vizualiajam” rezultatui, kuomet fantomo sandara santykingai perteikiama atitinkamu užštrichavimo tankiu (6 pav.), galima suteikti skaitmeninę formą. Tuo tikslu kiekvienam vaizdo elementui priskiriama skaitinė vertė, gaunama sudėjus visų praėjusiųjų per jį spindulių suminius silpninimus. Pvz. – viršutinį dešinįjį vaizdo elementą kerta du spinduliai, kurių suminiai silpninimai lygūs 1, ir jam tuomet priskiriama skaitinė vertė 2. Atstatytasis fantomo sandaros atvaizdas pateiktas 7 pav.

7 pav. Atstatytoji fantomo sandara (atgalinio projektavimo metodas).

Palyginę jį su “originalu” (5 pav.), matome, kad toks skaičiavimo būdas kokybiškai teisingai nuspėja stipriausiai sugeriančios srities padėtį – viršaus dešinė pusė. Tačiau kartu pastebimi du “netikri” susilpnėjimai. Tai vienas iš atgalinio projektavimo metodo trūkumų. 

Gaukime bendrąsias skaičiavimo šiuo metodu formules. Patogiausia kintamųjų pora, vienareikšmiai apibrėžianti bet kokį spindulį plokštumoje yra jo azimutas ( – kampas, nusakantis spindulio orientaciją x ašies atžvilgiu ir jo atstumas nuo koordinačių pradžios r ( i cos( + j sin( (8a pav.). Bet kokio šios plokštumos taško P(x, y) padėtį galima nurodyti vektoriumi P ( i x + j y. Tuomet P projekcija į r yra jų skaliarinė sandauga

r ( P(r ( x cos( + y sin(,




(6)

kuri suriša taško P(x, y) ir per jį einančio spindulio koordinates (r, ().

Toliau tarkime, kad apgręžtai projektuojamojo atvaizdo intensyvumo silpninimas taško (x, y) artumoje yra f((x, y). Simboliu ( čia pabrėžiama tai, kad šis ieškomasis skirstinys gali skirtis nuo originalo f(x, y). Pirmajame f((x, y) skaičiavimo etape į kompiuterio atmintį talpinami išmatuotieji suminiai silpninimai. Jie ženklinami pagal jiems atitinkamų spindulių koordinatinius parametrus r ir (. Pvz., dviejų spindulių, einančių per tašką P(x, y) (8b pav.), suminių silpninimų vertės kompiuterio atmintyje bus identifikuotos pxy(r1, (1) ir pxy(r2, (2). Toliau kiekvienam taškui (x, y) kompiuteris atmintyje suieško (atrenka) visų per jį praėjusiųjų spindulių suminių silpninimų vertes ir, kaip jau minėjome aukščiau, jas sudeda. Tuomet rekonstruotasis atgalinio projektavimo metodu objekto atvaizdas nusakomas

f((x, y) ( 
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(7)

kur N yra projekcijų, praeinančių per (x, y), skaičius.





















8 pav. Atgalinio projektavimo metodo apibendrinimui.
Kadangi r gali būti išreikštas per x, y ir ( (6), tai kitas atvaizdo skirstinio f((x, y) pavidalas yra

f((x, y) ( 
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(8)

Pastaroji lygtis bus naudinga nagrinėjant kitus kompiuterinės tomografijos metodus.


Reziumuojant atgalinio projektavimo metodą, galima teigti, kad tai tiesioginis metodas, visada duodantis stabilų sprendinį. Jo pagrindinis trūkumas yra “netikri” dryžiai ant rekonstruoto atvaizdo. 

2. Algebrinio atstatymo metodas.

Norint vienareikšmiai rekonstruoti fantomo (5 pav.) sandarą, pakanka išmatuoti 4 suminių silpninimų vertes ir išspęsti 4 tiesinių lygčių sistemą (5). Sunkumai kyla tik objekto skenavimo eigoje, parenkant tinkamas projekcijas, nes lygtys turi būti tiesiškai nepriklausomos. Paaiškinsime tai pavyzdžiu.

Tarkime, kad norime atstatyti tiriamojo fantomo 

vaizdo elementų silpninimus – A, B, C ir D. Jeigu bus parinktos šios 4 projekcijos



tai skenuojant bus išmatuoti intensyvumo susilpnėjimai S1 ( 1, S2 ( 1, S3 ( 0 ir S4 ( 1. Tuomet lygčių sistema A, B, C ir D radimui bus


A + B ( 1

B + D ( 1

C + D ( 0

B + C ( 1,

arba matricinėje formoje
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Šios kvadratinės matricos determinantas nelygus 0, ir todėl sistema išsprendžiama vienareikšmiai: A ( C ( D ( 0, B ( 1. 


Bet dabar tarkime, kad skenuojant buvo pasirinktos kitos projekcijos (9 pav.).



        9 pav. Projekcijų parinkimo problema.

Tokį eksperimentą atitinkanti lygčių sistema užrašoma
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Dabar kvadratinės matricos determinantas lygus 0, o tai reiškia, kad ši sistema vienareikšmiai neišsprendžiama. Taigi susidūrėme su problema, kaip rasti matavimams “geras” projekcijas, leidžiančias suformuoti neišsigimusią lygčių sistemą ir ją išspęsti. Ir tai atsitinka jau esant tokiam nedideliam vaizdo elementų skaičiui( O jeigu jų 256 ( 256, tai sistemoje bus 65536 lygčių. Tai gana rimtas uždavinys net ir šiuolaikiniams kompiuteriams.

Algebrinio atstatymo metodas leidžia šiuos sunkumus apeiti. Savo matematine esme tai iteracinė procedūra. Jos 0-inio artėjimo sprendinys yra f((x, y) vertės, apskaičiuotos atgalinio projektavimo metodu. Toliau šios vertės tikslinamos pagal tam tikrą algoritmą. Jį išnagrinėsime smulkiau, vėl gi imituojant eksperimentą su fantomu, pavaizduotu 5 pav. Skenavimo metu, naudojant tas pačias projekcijas (9 pav.), bus išmatuotos S1 ( 1, S2 ( 1, S3 ( 0 ir S4 ( 0 vertės. f((x, y) vertės, apskaičiuotos atgalinio projektavimo metodu, pateiktos 7 pav. Kad jas “priderinti” prie eksperimentinių, pirmiausia suskaičiuojami įvairių spindulių suminiai silpninimai. Pvz., S1 spinduliui, kuris kerta du viršutinius fantomo vaizdo elementus, turėsime (žr.7 pav.) 2 +1 ( 3. Iš jos atimama “eksperimentinė” vertė S1 ( 1 ir padalinama iš šio spindulio perskrodžiamų vaizdo elementų skaičiaus, t.y. 2. Gautasis skaičius ir bus pataisa toms 0-inio artėjimo f((x, y) vertėms, kurios sąlygoja S1 silpninimą. Analogiškai pasielgiama ir su silpninimais S3 kelyje. Ši pirmoji iteracija (dar sakoma – eilučių iteracija, nes čia derinamasi prie silpninimų tų spindulių, kurie kerta fantomo vaizdo elementus, išsidėsčiusius eilutėmis) pakeičia f((x, y):

Toliau pastarasis skirstinys tikslinamas atliekant pirmąją kolonų iteraciją:


Nesunku pastebėti, kad visos antrosios iteracijos pataisos lygios 0. Tai reiškia, kad tikslinimo procedūra užbaigta. Lyginant pastarąjį silpninimo skirstinį su originalu (5 pav.) ir suskaičiuotoju atgalinio projektavimo metodu (7 pav.), matome, kad po algebrinio atstatymo fantomo sandaros atvaizdas dalinai pagerėja – “netikrųjų” silpninimų santykiniai intensyvumai sumažėja nuo 1 : 2 iki 0,25 : 0,75 t.y. 1 : 3. Deja, pilnai juos pašalinti nepavyksta ir šiuo metodu.

Reziumuojant galima teigti, kad algebrinis atstatymas yra paprastas ir greitai konverguojantis matematinis metodas. Jo trūkumas tame, kad sprendinys nors ir patikslinamas, bet iteracinė procedūra konverguoja nebūtinai “tikrųjų” verčių link.

3. Furjė vaizdavimo metodas.

Šis metodas glaudžiai susijęs su dvimačiu Furjė vaizdavimu (žr. Integraliniai vaizdavimai optikoje.): 
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(9)

ir jo atvirkštine procedūra
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kintamųjų poros r ( 
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[image: image16.wmf]y

x

x

y

x

f

F

d

d

)

π

2

i

exp(

)

,

(

)

0

,

(

x

x

ò

ò

¥

+

¥

-

-

=

(
(
[image: image17.wmf]x

x

y

x,y

f

d

)

exp(-i2

π

)d

(

-

ò

ò

¥

+

¥

-

+¥

¥

ú

û

ù

ê

ë

é

x

.


(11)

Reiškinys laužtiniuose skliaustuose yra funkcijos f(x,y) pjūvio, einančio per tam tikrą x išilgai y, projekcija į x ašį (10 pav.). Tai reiškia, kad šios funkcijos Furjė vaizdas išilgai vieno iš erdvinių dažnių (šiuo atveju () gaunamas atliekant vienmatį atitinkamos projekcijos (į x) 

p(x) ( 
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Koordinatinių ašių orientacija tiriamojo objekto atžvilgiu pasirenkama laisvai. Todėl išdėstytąją procedūrą galima kartoti koordinačių sistemą tam tikru žingsneliu vis pasukant. Apsukus ją pilnutiniu 2( kampu, “surenkami” visi dvimačio Furjė spektro F((,() sandai erdvinių dažnių plokštumoje ((. Žinant F((,(), tiriamojo kūno sandarą atspindinti funkcija f(x,y) surandama atliekant atvirkštinį Furjė vaizdavimą (10). Turint galvoje, kad yra sukurta daug šiuolaikinių kompiuterinių sistemų, kurios Furjė vaizdavimą atlieka labai tobulai (žr. Spartusis Furjė vaizdavimas), tai skaičiavimo požiūriu šis tomografijos metodas didelių sunkumų neturi.

Perėjus nuo Dekarto koordinačių (x, y) prie polinių (r, (), išdėstytasis metodas įgauna dar daugiau matematinės elegancijos. Pirmiausia čia atkreiptinas dėmesys į tai, kad Furjė vaizdavimo (9) pointegrinė funkcija susideda iš dviejų dauginamųjų, vienas kurių yra ieškomoji funkcija f(x,y), o antrasis jų – exp[–i2(((x + (y)] ( exp[–i2((f·r)] aprašo plokščiąją bangą, sklindančią f ( 
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10 pav. Funkcijos f(x,y) pjūvio projekcijos Furjė vaizdavimas.

Kadangi pasirenkant kaip susluoksniuoti f(x,y) nėra jokių apribojimų, tai patogiausia sluoksnių orientacija yra išilgai plokščiosios bangos fronto, t.y. ekvifazinės linijos s. Sluoksnio padėtį nusakančios polinės koordinatės (r,(() parodytos 11 pav. Akivaizdu, kad s(f ir s(r.











11 pav. Polinė koordinačių sistema ir tiriamojo objekto sluoksniavimas išilgai plokščiosios bangos fronto.

Toks pasirinkimas labai supaprastina skaičiavimą, nes dabar vektorių r ir f kryptys sutampa, ir todėl skaliarinė sandauga (f·r), vaizduojant (9), pakeičiama tiesiog modulių sandauga fr. Be to, pereinant nuo Dekarto prie polinių koordinačių, dxdy integrale (9) tenka pakeisti į rd(dr, o kadangi s(r, tai rd( ( ds. Furjė vaizdavimo integralas suskaičiuojamas dviem žingsniais. Pirmiausia randama funkcijos f(x,y) sluoksnio projekcija išilgai s:

p(r,() ( 
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ir pabaigiama susumavus visas projekcijas išilgai r:

F((,() ( P(f,() ( 
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(14)

Taip išskirti integravimą pagal kintamąjį s (13) iš dvilypio integralo (9) galima vėl gi dėka vykusio s orientacijos parinkimo – kadangi sluoksnis orientuotas išilgai ekvifazinės linijos, tai exp(–i2(fr) ( const (s).

Toliau belieka atlikti atvirkštinį Furjė vaizdavimą (10), ir galutinis tikslas,– objekto sandarą atspindinti funkcija f(x,y), pasiektas. Bet čia dar reikia pastebėti, kad F((,() vertės yra surinktos polinėje koordinačių sistemoje: F((,() ( P(f,() ( P(
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(15)










12 pav. Funkcijos tiesinė interpoliacija.

Tai taško ant linijos interpoliacija, kuriai panaudotos dvi žinomos vertės. Plokštumos taško X tikslesnei interpoliacijai naudotinos 4 artimiausių taškų, nutolusių nuo X atstumais d1,…d4, funkcijos vertės a, b, c,d. Tuomet, apibendrinus (15), turime

F(X) ( 
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(16)

13 pav. parodyta vienos diskretinio Furjė spektro F((,() vertės Dekarto koordinatėse F(2,3) interpoliacija naudojant 4 P(f,() vertes polinėje atskaitos sistemoje: P(3,0), P(2,0), P(2,(/4) ir P(3,(/4). Taškai polinėse koordinatėse pavaizduoti šiame paveiksle skrituliukais, o Dekarto – kryžiukais. Be to, kad neperkrauti brėžinio, Dekarto taškai sudėti tik pirmajame kvadrante. 









13 pav. Furjė spektro taškų Dekarto koordinatėse interpoliacija.

Pritaikykime šį būdą fantomo (5 pav.) sandaros ištyrimui. Objekto skenavimui naudojamos projekcijos ir išmatuotosios vertės parodytos 14 pav. 



14 pav. Fantomo skenavimo projekcijos ir išmatuotosios jų vertės.

Tolimesniuose skaičiavimuose naudosimės diskretinio Furjė vaizdavimo formulėmis (žr. Spartusis Furjė vaizdavimas, (3,4)), kurios, esant N (2 taškų imčiai, užrašomos:

Fl ( 
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(17)

ir dvimatis atvirkštinis vaizdavimas

fkm ( 
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(18)

Patogumo dėlei pakeiskime simboliką diskretinio spektro indeksus formaliai perkeldami į funkcijos argumentų pozicijas: Flj ( F(l,j). Projekcijoje ( susumuoti silpninimai išilgai y (s kryptis). Kadangi r ir f statmeni šiai krypčiai (11 pav.), tai azimutas ( ( 0. Tai reiškia tan(0) ( ((( ( 0 ir ( ( 0. Todėl atlikus jos vaizdavimą (17), suskaičiuosime diskretinio Furjė spektro sandus F(j,0): F(0,0) ( 0*e– 0 + 1*e– 0 ( 1, F(1,0) ( 0*e– 0 + 1*e– i( ( –1. Analogiškai iš projekcijos (, kur s ((x, o azimutas ( ( (/2, tan((/2) ( (, t.y. ( ( 0, rasime F(0,1) ( –1. Atvirkštiniam vaizdavimui (18) trūkstamąją F(1,1) vertę galima rasti interpoliuojant (16), bet tam reikia dar vienos F(l,j) vertės. Ji randama iš ( projekcijos (( ( (/4, ((( ( 1). Bet būtina pastebėti, kad, projektuojant šia kryptimi, atstumas tarp vaizdo elementų 
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 kartų didesnis, nei ( ir ( projekcijose (14 pav.). Kitais žodžiais – erdviniai periodai yra 
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 kartų didesni, erdvinai dažniai tiek pat kartų mažesni. Čia racionaliausia pasinaudoti Furjė vaizdavimo panašumo teorema: FT{f(sa)} ( aF(f/a). Mūsų atveju a ( 
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, ir todėl randame ne F(1,1), o F(1/
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. Dabar, pasinaudojus (16), interpoliuojame F(1,1) ( [1/
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 + (–1)/1 + (–1)/1 + (–
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/2)] ( – 0,8. Toliau nesunku atlikti vaizdavimą (18) ir rasti fkm ( f(k,m). Fantomo Furjė spektras ir ši funkcija pateikti 15 pav.







(a)




(b)

15 pav. Fantomo Furjė spektras F(l,j) (a) ir rekonstruotoji funkcija f(k,m) (b).

Kaip matome, Furjė vaizdavimo metodu atstatytoji fantomo sandara gana ženkliai skiriasi nuo originalo. Skaičiavimo netikslumai didžiąja dalimi yra sąlygoti interpoliavimo paklaidų. Be to reikia pažymėti, kad, esant gausiai taškų imčiai, Furjė spektro interpoliacija reikalauja didelių skaičiavimo resursų, ir tai yra vienas iš šio tomografijos metodo trūkumų.

4. Nukoštasis atgalinis projektavimas.

Šis tomografijos metodas yra savotiškas jau nagrinėtųjų atgalinio projektavimo ir Furjė vaizdavimo hibridas. Kad tai suprasti, užrašykime atvirkštinio vaizdavimo išraišką (10) polinėse koordinatėse:

f(x,y) ( 
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(19)

Toliau prisimenant, kad šios funkcijos Furjė spektras F(fcos(, fsin() randamas vaizduojant projekcijas p(r,() (14) ir kad r ir f kryptys sutampa (abu orientuoti x ašies atžvilgiu kampu (), (19) pertvarkome:

f(x,y) ( 
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(20)

Integravimo ribos, lyginant su (19), čia pakeistos: f ( – ( ( + ( ir antrojo kintamojo ( ( 0 ( (, t.y. vieno du kartus padidintos, o kito tiek pat sumažintos, taip kad visa (f, () erdvė abiem atvejais “užpildoma” tik po vieną kartą. Bet tuomet dar tenka po integralu pakeisti f ((f(, nes erdvės ploto elementai f d( df (19) apibrėžti teigiamoms f vertėms. Tokie atrodytų formalūs pakeitimai dabar leidžia įžvelgti gilesnę vaizdavimo (20) veiksmų sekos prasmę. Išrutuliuokime juos iš “vidaus į išorę”. Pirmasis veiksmas […] yra eksperimentiškai išmatuotosios projekcijos p(r,() Furjė vaizdavimas (14), duodantis Furjė spektrą polinėse koordinatėse F((,() ( P(f,(). Toliau P(f,() dauginama iš (f(, kuris yra savotiškas erdvinių dažnių koštuvas (filtras). Jis tarsi susilpnina žemųjų ir “iškelia” aukštųjų erdvinių dažnių dedamąsias. (Pažymėtina analogija su apodizacijos procedūra, kuomet vaizduojamoji funkcija taip pat yra šiek tiek “pataisoma”, žr. Furjė spektrometrija). Kitas veiksmas {…} yra nukoštojo spektro P(f,()(f( atvirkštinis Furjė vaizdavimas. Jo pasėkoje gaunama viena iš projekcijų, praeinančių per objekto tašką (x,y), esant fiksuotam azimutui. Paskutiniu veiksmu – sumavimu 
[image: image45.wmf]ò
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d(  surandama funkcijos f(x,y) vertė tame taške. Pastaroji operacija tiksliai sutampa su atgalinio projektavimo veiksmu (8). Todėl šis tomografijos metodas ir vadinamas nukoštuoju atgaliniu projektavimu.

Smulkiau aptarkime erdvinio koštuvo (f( veikimą. Kaip jau minėjome jis slopina žemųjų dažnių ir akcentuoja aukštesniųjų dažnių įtaką. Objekto struktūros “dėmė” nusakoma tam tikra intensyvumo silpninimo verte, nekintančia tos dėmės ribose. Tuo būdu jos indėlis ženklesnis bus į žemųjų dažnių Furjė spektrą. Dėmių pakraščiai sąlygoja staigius intensyvumo pokyčius, kas atsispinti spektro aukštųjų dažnių srityje. Taigi erdvinis koštuvas, paryškindamas aukštųjų dažnių dedamąsias, pagerina kūno struktūros atvaizdo kokybę.

Ištirkime šiuo metodu to pačio fantomo (5 pav.) sandarą. Skaičiavimo žingsniai pateikti 16 pav. Fantomo skenavimo projekcijos ir išmatuotosios jų vertės (16a pav.) tos pačios, kaip ir aukščiau (14 pav.). Kitas žingsnis – jų Furjė vaizdavimas, t.y. P(f,() verčių radimas (16b pav.).

16 pav. Nukoštojo atgalinio projektavimo metodo taikymas: (a) - išmatuotosios projekcijų vertės; (b) – jų Furjė vaizdavimo rezultatas (P(f, ()); (c) – košimas (((f(); (d) – atvirkštinis nukoštojo spektro Furjė vaizdavimas.

Dar kitu žingsniu atliekamas Furjė spektro P(f, () košimas – jo vertės dauginamos iš (f( (16c pav.). Toliau seka atvirkštinis nukoštojo spektro P(f, ()(f( Furjė vaizdavimas (16d pav.). Paskutiniu veiksmu – atgaliniu projektavimu, t.y. kiekvienam vaizdo elementui (x, y) sudedamos visų per jį praėjusiųjų spindulių suminių silpninimų vertės, rekonstruojamas fantomo sandaros atvaizdas. Jis parodytas 17 pav. Matome, kad taip atstatytas atvaizdas, lyginant su kitais išnagrinėtaisiais metodais, yra arčiausia originalo. Viršutinio dešiniojo vaizdo elemento kontrastingumas jį supančiųjų atžvilgiu yra žymiai didesnis už stebimą atgalinio projektavimo metodu be erdvinio košimo (7 pav.). Jeigu dar apribotume f(x,y) “iš apačios”, t.y. jos neigiamas vertes, kaip neturinčias prasmės, pakeistume 0, tai toks atvaizdas idealiai atspindėtų tikrąją objekto sandarą (5 pav.).


17 pav. Fantomo sandara, atstatyta nukoštojo atgalinio projektavimo metodu.

Taigi nukoštasis atgalinis projektavimas yra vienas efektyviausių kūnų sandaros atvaizdo atstatymo būdų. Šis metodas yra įdiegtas daugelyje pramoninių kompiuterinės tomografijos įrenginių.

Pabaigai pateiksime keletą matematinio pobūdžio pastabų dėl kompiuterinės šio metodo realizacijos. Erdvinių dažnių koštuvas (f( yra simetrinis koordinačių pradžios (0,0) atžvilgiu ir skaitmeniniame (diskretiniame) pavidale išreikiamas kaip (fl(, kur l prabėga vertes nuo – (N/2 – 1) iki N/2. Tuo tarpu atliekant diskretinį Furjė vaizdavimą (žr. Spartusis Furjė vaizdavimas, (3,4)), l vertės apibrėžtos l ( 0. Todėl košimo veiksmas Pl((f( čia gali įnešti tam tikrą sumaištį. Šis prieštaravimas pašalinamas pakeičiant neigiamą indeksavimą P–l ( PN–l. 

Toliau galima pertvarkyti pagrindinę lygtį (20) ir ženkliai sumažinti skaičiavimo apimtį. Tam pasinaudokime viena funkcijų grįžtės (konvoliucijos) Furjė vaizdavimo savybe. Būtent – jeigu kokia nors funkcija Y(r) yra kitų dviejų funkcijų (A(r) ir B(r)) grįžtė A(B, tai šių funkcijų Furjė vaizdai (y ( FT{Y}, a ( FT{A} ir t.t., kur FT{…} veiksmas apibrėžtas (12)) susiejami paprasčiausia sandauga: y(f) ( a(f) ( b(f). Tuomet atvirkštinis y(f) Furjė vaizdavimas duos

FT–1{a ( b} ( A ( B.




(21)

Lygties (20) {…} dalyje mes ir turime būtent atvirkštinį dviejų funkcijų sandaugos P(f, () ir (f( Furjė vaizdavimą.

Įveskime 

p(()(r, () ( P(r) ( H(r).



(22)

Grįžtės funkcijos randamos atlekant atvirkštinius P(f, () ir (f( vaizdavimus:

P(r) ( FT–1{P(f, ()} ( FT–1 FT{p(r, ()} ( p(r, ()


(23)

ir

H(r) ( FT–1{(f(} ( 
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(24)

Tuomet lygtis (20) perrašoma kompaktiškame ir labai patogiame skaičiavimams pavidale:

f(x,y) ( 
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Dėl tokio pavidalo nukoštojo atgalinio projektavimo metodas dar kartais vaidinamas grįžtės metodu (convolution method). 


Skaičiuojant koštuvo (f( Furjė vaizdą (24), integravimo ribos nėra begalinės. Realiuose eksperimentuose H(r) spektras yra ribotas tam tikrame erdvinio dažnio –B ( f ( B intervale. Tokį spektrą galima suformuoti iš “patogių” funkcijų – pvz. stačiakampės ir trikampės (18 pav.). O patogios jos tuo, kad jų Furjė vaizdai gerai žinomi ir yra gana paprasti (žr. Priedai). Įsigilinkime, ką tai duoda skaičiavimams.

                     (f(                                          (                                            (
                      B                            
                                                       B

                                           (                                                –

 –B              0              B    f     –B              0             B    f      –B              0               B     f
18 pav. Apribotojo (–B ( f ( B) koštuvo spektro (f( suformavimas iš stačiakampės (() ir trikampės (() funkcijų.

Išreiškus (f( per ( ir (
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nukoštąjį spektrą pertvarkome

P(f, () (f( ( B P(f, () 
[image: image49.wmf]ú

û

ù

ê

ë

é

÷

ø

ö

ç

è

æ

L

-

÷

ø

ö

ç

è

æ

P

B

f

B

f

2

 ( B P(f, () – B P(f, () 
[image: image50.wmf]÷

ø

ö

ç

è

æ

L

B

f

.
     (27)

Toks supaprastinimas čia galimas dėl to, kad, esant apribotam koštuvo spektrui, P(f, () taip pat bus apribota intervale –B ( f ( B, t.y. P(f, () ( 0 visur už šios koštuvo “pralaidumo” juostos ribų. Tuomet, atlikus atvirkštinį Furjė vaizdavimą (22), gauname

p(()(r, () ( B p(r, () – B2 p(r, () ( sinc2(B r).


(28)

Jeigu imties diskretizavimas pakankamai geras, t.y. atstumas tarp taškų lygus 1/(2B) (žr. Furjė spektrometrija ), tai diskretinis rn ( n/(2B) ir tuomet


                      1,      n ( 0,

sinc2(B rn) (         
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                                 0,      n – lyginis.

Taigi p(()(r, () skaičiavimas (28) esminiai supaprastėja. Toliau, kad pabaigtume skaičiuoti ieškomąją f(x,y), pakanka tik sudėti įvairių azimutų projekcijas (t.y. atgalinis projektavimas) (25).

B





A





a





O’





h





O





h





O”





b





Z





Y





X





C





F





Rentgeno spindulių


šaltinis





Vaizdo elementas





(0





(z





(1





(N–1





Rentgeno spindulių


jutiklis (detektorius)





Fotojuosta





Jutiklis





Šaltinis





4 projekcijos





� EMBED MS_ClipArt_Gallery  ���





Po 8 spindulius


projekcijoje








0


�



1


�
�



0


�



0


�
�






Silpninimas





y





(





y





P(x,y)





1





0





x








1


�



2


�
�



0


�



1


�
�






.





P





r





(





0





x





(a)





y





p(r1, (1)





(1





P(x,y)





(2





p(r2, (2)





r2





r1





0





x





(b)








A


�



B


�
�



C


�



D


�
�












�






�
�






�






�
�






A





B





C





D





S1





S2





S3





S4





,





S1





B





A





.





S4





S3





S2





D





C











�






�
�






�






�
�









1–(3–1)/2


�



2–(3–1)/2


�
�



0–(1–0)/2


�



1–(1–0)/2


�
�






Pataisa S1


� EMBED Equation.3  ���





Pataisa S3


� EMBED Equation.3  ���








0


�



1


�
�



–0,5


�



0,5


�
�









0–(–0,5–0)/2


�



1–(1,5–1)/2


�
�



–0.5–(–0,5–0)/2


�



0,5–(1,5–1)/2


�
�









0,25


�



0,75


�
�



–0,25


�



0,25


�
�






� EMBED Equation.3  ���


Pataisa S4 � EMBED Equation.3  ���





     � EMBED Equation.3  ���


� EMBED Equation.3  ��� Pataisa S2





FT





F((,0)





(





x





y





x





p(x)





f(x,y)





p(x) ( � EMBED Equation.3  ���





x





f(x,y)





p(r,() = � EMBED Equation.3  ���





y





f





r





(





s





( (





–� EMBED Equation.3  ���





–0,8





–1





–1





1





1





(





(


(





(





(





Galima


paklaida





1





0





� EMBED Equation.3  ���











0


�



1


�
�



1�
�



0


�



0


�
�



0�
�






0�
1�
�






0





0





a





b





c





F(x)





x





A





C





B





d1





d2














�






�



(








(�



–1�
�






�






�
�



0�
�
        (	(


0�
–1�
�



(c)














�






�



(








(�



–1�
�






�






�
�



1�
�
        (	(


1�
–1�
�



(b)








0,45


�



0,55


�
�



–0,45


�



0,45


�
�















�






�



(








(�



1�
�






�






�
�



0�
�
      (		(


0�
1�
�



(a)





y





x





(





(





(





(





(





(





(





(





(





(





(





(





(





(





(





(





(





(





d1





d2





d3





d4














�






�



(








(�



0,5�
�






�






�
�



–0,5�
�
        (	(


–0,5�
0,5�
�



(d)








0


�



1


�
�



–1


�



0


�
�












_1014052463.unknown

_1014966423.unknown

_1015578699.unknown

_1027581481.unknown

_1027581517.unknown

_1016172633.unknown

_1016173209.unknown

_1016176057.unknown

_1016171413.unknown

_1014978349.unknown

_1015566873.unknown

_1014971689.unknown

_1014374713.unknown

_1014382845.unknown

_1014393198.unknown

_1014382508.unknown

_1014371951.unknown

_1014372082.unknown

_1014053498.unknown

_1014277676.unknown

_1013265004.unknown

_1013773111.unknown

_1013879032.unknown

_1013959212.unknown

_1013784053.unknown

_1013872319.unknown

_1013773845.unknown

_1013761290.unknown

_1013762559.unknown

_1013762576.unknown

_1013761434.unknown

_1013689227.unknown

_1013691304.unknown

_1013691471.unknown

_1013691640.unknown

_1013689917.unknown

_1013266275.unknown

_1011951581.unknown

_1012210627.unknown

_1012918733.unknown

_1012209422.unknown

_1011950441.unknown

_1011951288.unknown

_1011950301.unknown

_1011893203

