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V. Balevičius. Taikomoji optika

Spartusis Furjė vaizdavimas

Furjė vaizdavimas(sutrumpintai – FT, t.y. Fourier Transform) – tai vienas iš matematinių metodų, pastaruoju metu bene dažniausia naudojamų apdorojant įvairiausių eksperimentų duomenis ir signalus. Pavarčius daugelį literatūros šiuo klausimu šaltinių tampa akivaizdu, kad tik nedaugelio funkcijų Furjė vaizdavimą įmanoma atlikti analiziškai. Todėl žymiai dažniau tenka šią procedūrą atlikti skaitmeniškai. Iš kitos pusės, norint kiek galima tiksliau apskaičiuoti Furjė integralą, pointegrinę funkciją būtina diskretizuoti labai mažu žingsneliu ir atlikti milžinišką kiekį aritmetinių operacijų. Tiriant labai sparčius vyksmus ar atliekant kitokius “realiojo laiko” eksperimentus, kuomet būtina didelė laikinė skyra, šio uždavinio sprendimas, esant didelei duomenų imčiai, gali užsitęsti neleistinai ilgai, naudojant net ir pačius greitaeigiškiausius kompiuterius. 1965 metais Kulis (J. W. Cooley) ir Takis (J. W. Tukey) pasiūlė naują Furjė vaizdavimo algoritmą, kuris leido labai ženkliai sutrumpinti skaičiavimo trukmę. Pvz., 8192 taškų imties Furjė vaizdavimas šiuo metodu buvo atliktas per 5 s, kai įprastiniu būdu tai truko 30 min. Taip Kulio ir Takio algoritmas tapo sparčiojo Furjė vaizdavimo (sutrumpintai – FFT, t.y. Fast Fourier Transform) sinonimu. Tokia skaičiavimo sparta pasiekiama esminiai sumažinant aritmetinių veiksmų skaičių. Palyginimui šie skaičiai pateikti lentelėje įvairių matematinių operacijų su N taškų imtimi atvejais. 

Matematinė operacija


Apytikris aritmetinių veiksmų skaičius


Įprastinis būdas
FFT

Diskretinis Furjė vaizdavimas
N 2
2N log2 N

Košimas, funkcijų grįžtė
N 2
3N log2 N

Dvimatis Furjė vaizdavimas, atvaizdų atpažinimas
N 4
3N 2 log2 N

Išnaginėkime FFT algoritmą smulkiau. Matematiškai tiesioginis ir atvirkštinis Furjė vaizdavimai nusakomi lygtimis (žr. Integraliniai vaizdavimai optikoje.):
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(2)

Abstraktūs matematiniai kintamieji f ir x konkrečių fizikos problemų atvejais gali įgyti konkrečią prasmę: f – dažnis, x – laikas (harmoninė virpesių analizė, Furjė spektroskopija ir kt.) arba f – erdvinis dažnis, x – koordinatė (optinis signalų apdorojimas, Furjė optika, holografija, tomografija ir kt.).

Pora (1,2) išreiškta diskretinėje N taškų imties formoje vadinama diskretiniu Furjė vaizdavimu (toliau sutrumpintai – DFT, t.y. Discrete Fourier Transform):
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(3)
ir atitinkamai

gk = 
[image: image4.wmf]N

1

 
[image: image5.wmf]å

-

=

1

0

/

π

2

i

e

N

l

N

kl

l

G

.
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Akivaizdu, kad matematiniu požiūriu abu vaizdavimai (tiesioginis ir atvirkštinis) yra lygiaverčiai. Jie skiriasi tik eksponentės rodiklio ženklu ir normuojančiu daugikliu 1/N. Todėl toliau nagrinėsime tik (3). Šią lygybę perrašykime paprastesnėje formoje:
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(5)

kur pažymėta 

W = e–i2( / N.





(6)

Tolimesnis DFT nagrinėjimas bus patogesnis, suteikus (5) matricinę formą:
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(7)


Taigi matome, kad DFT yra tiesinė transformacija. Į Furjė vaizdavimą (1) tuomet galima žiūrėti kaip į atskirą DFT atvejį, kai N ( (. Daugiausia skaičiavimo resursų sueikvoja matricų daugyba ir kvadratinės N(N matricos (7) formavimas. Ši matrica suformuojama iš įvairių W (6) laipsnių, ir todėl ji turi ypatingų algebrinių savybių, kurios gali būti panaudotos jos paprastinimui. FFT metodas savo matematine esme ir yra šios matricos supaprastinimas, o tuo pačiu ir matricų daugybos paspartinimas. 

Kad suprasti kaip tai atliekama, geriausia panagrinėti konkrečios imties, pvz., N = 8 DFT atvejį. Tuomet (7) pilnai išreiškiama

G0 = W 0g 0 + W 0g 1 + W 0g 2 + W 0g 3 + W 0g 4 + W 0g 5 + W 0g 6 + W 0g 7,

G1 = W 0g 0 + W 1g 1 + W 2g 2 + W 3g 3 + W 4g 4 + W 5g 5 + W 6g 6 + W 7g 7,

G2 = W 0g 0 + W 2g 1 + W 4g 2 + W 6g 3 + W 8g 4 + W 10g 5 + W 12g 6 + W 14g 7,

G3 = W 0g 0 + W 3g 1 + W 6g 2 + W 9g 3 + W 12g 4 + W 15g 5 + W 18g 6 + W 21g 7,

G4 = W 0g 0 + W 4g 1 + W 8g 2 + W 12g 3 + W 16g 4 + W 20g 5 + W 24g 6 + W 28g 7,

G5 = W 0g 0 + W 5g 1 + W 10g 2 + W 15g 3 + W 20g 4 + W 25g 5 + W 30g 6 + W 35g 7,

G6 = W 0g 0 + W 6g 1 + W 12g 2 + W 18g 3 + W 24g 4 + W 30g 5 + W 36g 6 + W 42g 7,

G7 = W 0g 0 + W 7g 1 + W 14g 2 + W 21g 3 + W 28g 4 + W 35g 5 + W 42g 6 + W 49g 7.

(8)

Matome, kad šiuo atveju tenka atlikti 8 ( 8 = 64 daugybos ir 8 ( 7 = 56 sudėties veiksmus. Kadangi kompiuteriui daugyba yra kartojimas sudėties, tai esminių laimėjimų trumpinant skaičiavimo trukmę galima pasiekti mažinant daugybos operacijų skaičių.

Daugiklių Wkl laipsnio rodikliai kl kinta 0(49 intervale. Tačiau visi Wkl, kurie reikalingi (8), gali būti “pagaminti” iš kl kintančių tik 0(8. Tai geriausiai paaiškėja geometriškai pavaizdavus skaičius Wkl (kartais vadinamus fazorais) kompleksinėje xy plokštumoje (1 pav.). Visų jų moduliai lygūs ir lygūs 1, o fazės, kaip seka iš (6), yra kartotinės (/4 rad (t.y. 2(/N ( 2(/8). Pradedant kl ( 0, W 0 ( 1 guli ant x ašies, o kiti yra pasukti laikrodžio rodyklės kryptimi per ((/4)*kl. Pereinant nuo W 7 prie W 8, sugrįžtama į pradinę padėtį, t.y W 0 ( W8. Toliau ciklas kartojasi: W 1 ( W 9, W 2 ( W 10 ir t.t. Taigi iš visų Wkl skirtingi bus tik 8. Dar galima pastebėti, kad visi diametraliai priešingi Wkl skirsis tik savo ženklais: W 0 ( – W 4, W 1 ( – W 5 ir t.t.. Todėl, atliekant sumavimą (8), lygius Wkl galima iškelti ir dėmenis sugrupuoti, pvz.:

G2 = (g 0 + g 4 )+ W 2 (g 1 + g 5 )+ W 4 (g 2 + g 6 )+ W 6 (g 3 + g 7 ),

G3 = (g 0 – g 4 )+ W 3 (g 1 – g 5 )+ W 6 (g 2 – g 6 )+ W 9 (g 3 – g 7 ).

Analogiškai tai atliekama ir visiems kitiems Gl (8).
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1 pav. Daugiklių Wkl pavaizdavimas kompleksinėje plokštumoje. Apskritimo spindulys lygus 1. Wkl pavaizduoti riebesnėmis linijomis.

Šių pertvarkymų prasmė ir nauda išryškėja naginėjamąjį DFT (8) pateikus matricinėje formoje:
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(9)

Taigi matome, kad “pradinė” kvadratinė 8 ( 8 matrica suvedama į formą, kurioje yra dvi nenulinės 4 ( 4 submatricos, o tai reiškia, kad, lyginant su (8), (9) daugybos operacijų skaičių pavyksta sumažinti dvigubai: 2 ( 4 ( 4 ( 32. Toliau šią procedūrą galima pakartoti ir su abiem 4 ( 4 submatricom. To pasėkoje kiekviena jų vėl suskils į dvi nenulines 2 ( 2 submatricas. 

Apibendrinkime tai bet kokiam N, išveskime FFT formules ir pateikime jas patogiausiame programavimui grafų pavidalu. Taigi tarkime, kad norime atlikti imties g0, g1, …, gN–1 DFT. Pirmiausia išnagrinėkime metodą, kuris vadinamas dažniniu retinimu (decimation in frequency). Padalinkime šį rinkinį į dvi grupes taip, kad pirmoji jų apimtų g0, …, gN/2–1 vertes, o antroji – likusias gN/2,…, gN–1. Šias grupes pažymėjus

fk ( gk ,

hk ( gk+N/2 , kur k ( 0, 1, 2, …, N/2 – 1,


(10)

ir įstačius į DFT lygtį (5), pertvarkome
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(11)

Antrasis dėmuo, esantis laužtiniuose skliaustuose (11), keičia savo ženklą, priklausomai nuo to lyginis ar nelyginis yra l. Pirmiausia iš (11) išrinkime narius su lyginiais l ir susumuokime. Po to tai pakartokime ir nelyginiams:

G2l ( 
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(12)

G2l+ 1 ( 
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(13)

Palyginę su (6), matome, kad abi (12 ir 13) išraiškos yra DFT, tik šį kartą atliekami dviejų N/2 taškų imčių vaizdavimai. Taigi taip N taškų DFT “suskyla” į du N/2 taškų DFT. Toliau tęsiant šią procedūrą, N/2 taškų DFT pertvarkoma į dvi N/4 taškų DFT ir t.t. Pakartojus n kartų, N taškų DFT suvedame į keletą N/2n taškų vaizdavimų, ir, kad pagaliau pasiekti 1 taško DFT, būtinas 
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(14)

pakartojimų skaičius. 


Signalų pratekėjimą pavaizduokime grafiškai. Ši forma yra patogiausia realizuojant DFT algoritmą programiškai. Vėl pradėkime nuo N = 8 vaizdavimo. Žemiau pateikiamiems grafams galioja tokios taisyklės:


tuščiaviduriai taškai reiškia šalia jų esančių simbolių skaitines vertes, t.y. skaičius;

ištisinėmis strėlėmis pavaizduojami skaičių persiuntimas naujais adresais;

juodieji taškai reiškia strėlėmis persiunčiamų skaičių sudėtį;

punktyrinėmis strėlėmis vaizduojamas invertuotas skaičių persiuntimas, t.y. persiuntimas pakeičiant jų ženklą;

simboliai šalia linijų reiškia, kad persiunčiamas skaičius padauginamas iš to simbolio skaitinės vertės;

stačiakampiais blokais, nesigilinant į jos smulkesniąsias detales, vaizduojama DFT procedūra (…(W 2)kl (12,13).

Šis simbolizmas bus geriau suprastas panagrinėjus konkrečius pavyzdžius. 2 ir 3 pav. yra pateikti vaizdavimų (12,13) grafai. Štai juodasis taškas 2 pav. viršuje kairėje vaizduoja g0 ir g4 sudėtį, o analogiškas taškas 3 pav. reiškia g0 – g4. Matome, kad į pirmąjį DFT įvadą patenka signalų g0 + g4 (2 pav.) arba (g0 – g4)W 0 (3 pav.)vertės.


g0 (              (

G0


g1 (              ( 


G1


g2 (              (

G2


g3 (              (

G3

g4 (

G4

g5 (

G5

g6 (

G6

g7 (

G7

2 pav. DFT procedūros (12) signalų pratekėjimo grafas. Simbolių prasmė paaiškinta tekste.

Toliau iš pirmojo grafo (2 pav.) seka, kad G0, G2, G4 ir G6 vertės gaunamos atlikus g0 +g4, g1 +g5, g2 +g6 ir g3 +g7 vaizdavimą, t.y. 4 taškų DFT. Antrasis signalų pratekėjimo grafas (3 pav.) analogiškai perteikia ir nelyginių G1 …G7 verčių gavimą. 

Tarkime, kad DFT blokuose skaičiavimai atliekami be jokių papildomų aritmetinių operacijų skaičiaus sumažinimo “triukų”. Kadangi kiekvienas iš blokų turi po 4 įvadus, tai, kad suskaičiuoti lyginių ir nelyginių l rinkinius Gl, būtina atlikti 2 kartus po 42 daugybos veiksmų. Iš viso tai yra 32. Kaip jau įvertinome aukščiau, naudojant paprastąjį DFT (8), dauginti tektų 64 kartus. Taigi jau dabar laimėjimas yra akivaizdus. 
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3 pav. DFT procedūros (13) signalų pratekėjimo grafas. Simbolių prasmė paaiškinta tekste.

Tolimesnis daugybos veiksmų skaičiaus mažinimas atliekamas pertvarkant 4 taškų DFT į 2 taškų vaizdavimus. Šie pertvarkymai vyksta DFT blokuose. “Lyginių” Gl DFT (2 pav.) grafiškai jie pavaizduoti 4 pav. Čia pažymėta:

q0 = g0 + g4,

Q0 = G0,

q1 = g1 + g5,

Q1 = G2,

q2 = g2 + g6,

Q2 = G4,

q3 = g3 + g7,

Q3 = G6,

t.y. 4 qk atvaizdai pažymėti Ql. Q0 ir Q2 yra q0 + q2 ir q1 – q3 atvaizdai, o Q1 ir Q3 – 2 taškų (q0 –q2)W 0 ir (q1 –q3)W 2 DFT atitinkamai. Toliau vėl matome, kad 2 taškų DFT, kuri vyksta mažesniųjų blokų viduje, atliekama imant jų įvadinių signalų sumas ir skirtumus.


Nesunkiai gali būti sukonstruotas ir analogiškas “nelyginių” Gl DFT bloko (3 pav.) pertvarkos grafas. Juos abu apjungus ir supaprastinus – perstačius Gl vertes ir ištiesinus linijas ir pašalinus stačiakampius DFT blokų rėmus, gauname pilnasis signalų pratekėjimo grafas, kuris pateiktas 5 pav. 

Gerai įsižiūrėjus į šį grafą, pastebime, kad skaičiavimo apimtį galima sumažinti netik taip parinkus signalų maršrutus, bet ir pasinaudojus tam tikrais duomenų talpinimo į atmintį ypatumais. Štai g0, kurio vertė saugojama atmintyje adresu {A} ir g4 (adresas {B}) vieną kartą yra sudedami, o kitą kartą – atimami. Jų suma talpinama į {A’}, o skirtumas– į {B’}. Taigi nesunku pastebėti, kad skaičiavimo rezultatai visada talpinami atmintyje tame pačiame horizontaliame lygyje, kaip ir verčių įvestys. Tai galioja visiems skaičiavimams.


                                                                               Q0

q0 = g0 + g4(                     (              (                              (
G0

                                                                               Q1

q1 = g1 + g5(                     (              (                              (
                                                             W 0
G1

                                                                               Q2

q2 = g2 + g6(                     (                                               (
                                            W 0
G2

                                                                               Q3

q3 = g3 + g7(                     (                                               (
                                            W 2
G3


G4


G5


G6


G7

4 pav. 4 taškų DFT pertvarkymas 2 taškų vaizdavimus.

Ši taisyklė užakcentuota kitame dar labiau apibendrintame grafe (6 pav.), kurį galime traktuoti kaip simbolinę FFT kompiuterio schemą. Čia taškai {A}, {B}, {A’} ir {B’} tiksliai atitinka bendravardžius grafo (5 pav.) taškus. Plonosios (ištisinė ir punktyrinė) linijos vaizduoja įvestis. Storosios linijos žymi jų sumą ir skirtumą atitinkamai. Simboliais {O} pažymėtos aritmetinės operacijos (sudėtis arba atimtis). Daugikliai W k visada susiję su atimties operacijomis, ir jų buvimas šalia storųjų punktyrinių linijų simbolizuoja, kad pastarasis veiksmas lydimas daugybos iš atitinkamo W k. Įvesčių pavaizdavimai dvejomis skirtingomis linijomis reikalingi tam, kad nurodyti, kuris dydis yra atimamas iš kurio. Būtent –pažymėtasis punktyrine linija yra atimamas iš pažymėtojo ištisine linija. Pvz., 6 pav. kairėje viršutinė punktyrinė linija reiškia, kad atliekamas g0 – g4 veiksmas, o ne g4 – g0 .

Patalpinus kompiuterio įvesties registre 2 skaičius, pvz., g0 adresu {A} ir g4 adresu {B}, atliekama jų sudėtis ir atimtis. Šių veiksmų rezultatai patalpinami atmintyje atitinkamai {A’} ir {B’}. Toliau matome (6 pav.), kad pakartojus šias operacijas 3 kartus, gaunamos visos Gl vertės.

Iš pirmo žvilgsnio atrodytų, kad būtina turėti 4 atminties kolonas, bet iš tikrųjų pakanka vienos. Tai yra labai svarbiausias privalumas konstruojant FFT kompiuterį. Paaiškinsime tai vėl konkrečiu pavyzdžiu. Po to kai suskaičiuojami g0 + g4 ir g0 – g4, nebėra prasmės saugoti {A} ir {B} pačias g0 ir g4 vertes. Jų vertės gali būti ištrintos, pakeičiant jas g0 + g4 ir g0 – g4 vertėmis atitinkamai, o tai reiškia, kad vietos {A’} ir {B’} tampa nebereikalingomis. Dar daugiau – taip galima eliminuoti visas atminties kolonas, išskyrus pirmąją. 

   {A}

g0 (
     {A’}

(       (

(       (
( G0


g1 (
(       (

(       (
( G4


g2 (
(       (

(       (
( G2


g3 (
(       (

(       (
( G6

   {B}

g4 (
     {B’}
(       (

(       (
( G1


g5 (
(       (

(       (
( G5


g6 (
(       (

(       (
( G3


g7 (
(       (

(       (
( G7

5 pav. Pilnasis signalų pratekėjimo grafas.
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6 pav. Simbolinė dažninio retinimo FFT kompiuterio schema. Simbolių prasmė paaiškinta tekste.

Į akis krinta tai, kad pastaruosiuose grafuose Gl išrikiuoti ne eilės tvarka: G0, G4, G2, G6, G1, G5, G3, G7. Toks pergrupavimas leido supaprastinti grafus (4,5 pav.) “ištiesinant” signalų pratekėjimo maršrutus. Išreikškime jų indeksus dvejetainiais skaičiais:

000, 100, 010, 110, 001, 101, 011, 111

ir palyginkime juos su “tvarkingai” išdėstytais dešimtainiais 0, 1, 2, 3,…,7:

000, 001, 010, 011, 100, 101, 110, 111.

Nesunku pastebėti, kad pastaroji seka labai paprastai gaunama iš pirmosios, atlikus taip vadinamąją dvejetainę apgrąžą (bit reversal). 

Dabar įvertinkime aritmetinių operacijų skaičių. Matome (6 pav.), kad turime 3 kolonas operacijų. Kiekviena jų teturi 4 sudėties, 4 atimties ir 4 daugybos (iš Wk) veiksmus. Palyginus su aukščiau atliktuoju DFT operacijų skaičiaus įvertinimu (64 daugybos ir 56 sudėtys), tai jau labai įspūdingas laimėjimas. Nesunku apibendrinti – jeigu paprastasis DFT, esant N ( 2n taškų imčiai, reikalauja ( N 2 aritmetinių operacijų, tai FFT procedūra – tik (3/2)nN = (3/2)N log2N. Didėjant N, skirtumas tarp jų labai sparčiai auga. Tai pavaizduota 7 pav., kur palyginami aritmetinių operacijų atliekant paprastąjį diskretinį Furjė vaizdavimą (DFT) ir FFT skaičiai. 


7 pav. DFT ir FFT operacijų skaičių palyginimas

Čia išnagrinėjome taip vadinamąjį dažninio retinimo metodą. Galimas dar vienas FFT įgyvendinimo būdas. Tai – laikinis retinimas (decimation in time). Pagal šį metodą imtis g0, g1, …, gN–1 padalinama į dvi grupes kitaip nei (10). Pirmoji jų apima visas lygines gk vertes, o antroji – nelygines. Šias grupes pažymėkime

fk ( g2k,

hk ( g2k+ 1, 
kur k ( 0, 1, 2, …, N/2 – 1.
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Dabar pertvarkius DFT lygtį (5) ir įstačius (15), gauname:
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Toliau visą Gl rinkinį (16) taip pat padalinkime į dvi grupes Gl ir GN/2+l, kas leis susiaurinti l kitimo ribas: 0 ( l ( N/2 –1:
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GN/2+l = 
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Pastebėję, kad WNk ( 1, o W N/2 ( –1, (18) pertvarkome

GN/2+l = 
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o galutinis abiejų rinkinių pavidalas:

Gl ( Fl + W lHl,




(20)

GN/2+l = Fl – W lHl,




(21)

kur Fl ir Hl pažymėti N/2 taškų fk ir hk Furjė vaizdai, t.y.:

Fl = 
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Hl = 
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Lygtys (20,21) parodo, kad viena pusė visų Gl yra N/2 taškų DFT suma, o kita pusė – jų skirtumas. Pažymėtina, kad nelyginių gl Furjė vaizdai Hl turi būti padauginami iš W l. Kaip ir dažninio retinimo atveju, ši FFT procedūra taip pat gali būti pavaizduota atitinkamais signalų pratekėjimo grafais. Imties N = 8 atveju ji pateikta 8 pav.
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8 pav. Laikinio retinimo FFT signalų pratekėjimo grafas. Simboliai turi tą pačią prasmę, kaip ir 2-5 pav.

Čia taip pat didesnio taškų skaičiaus vaizdavimai palaipsniui pertvarkomi į vis dvigubai mažesnio skaičiaus DFT. Pakartojus tuos pačius žingsnius, kaip ir sudarant grafą 6 pav., gaunama simbolinė laikinio retinimo FFT kompiuterio schema. Ji pavaizduota 9 pav. 
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9 pav. Simbolinė laikinio retinimo FFT kompiuterio schema. Simbolių prasmė tokia pat kaip 6 pav. ir paaiškinta tekste aukščiau.

Jas abi (6 ir 9 pav.) palyginę, matome, kad laikinio retinimo FFT atveju įvestys yra surikiuotos dvejetainės apgrąžos tvarka: g0, g4, g2, g6, g1, g5, g3, g7. Visi kiti skaičiavimo aspektai (talpinimas į kompiuterio atmintį, jos resursai, aritmetinių veiksmų skaičius ir t.t.) principinių skirtumų neturi. 

Pabaigai keletas pastabų apie daugiklius W k. Jau pastebėjome, kad atliekant spartųjį Furjė vaizdavimą, reikalingas tam tikras baigtinis W k verčių skaičius. FFT kompiuteris yra konstruojamas taip, kad W k nėra kas kart perskaičiuojami. Jų vertės yra patalpinamos kompiuterio pastoviojoje atmintyje (ROM – Read Only Memory). N taškų imties vaizdavimui atlikti reikia N daugiklių W k verčių. Tai reikštų, kad 
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realiųjų ir menamųjų dalių saugojimui būtina skirti atmintyje 2N vietų. Tačiau parodysime, kad, pasinaudojus jau minėtomis fazorų periodiškumo (1 pav.), arba kitais žodžiais – funkcijų cos(…) ir sin(…) simetrijos savybėmis, šį skaičių galima esminiai sumažinti.


Tai vėl gi geriausia padaryti išnagrinėjus konkretų atvejį, pvz. N = 16. Pavaizduokime skaičius W k ant vienetinio apskritimo (10 pav.) xy plokštumoje. Visi diametraliai priešingi W k skirsis tik savo ženklais. Todėl skaičiai, kurių fazės yra tarp 1800 – 3600, gaunami iš 0 – 1800 paprasčiausiai pakeitus jų ženklą, t.y. pakeitus ir realiosios, ir menamosios dalių ženklus (žingsnis I, 10 pav.). Toliau palyginę Wk “gulinčius” tarp 00 – 900 ir tarp 900 – 1800, pastebime, kad pastarieji gaunami iš pirmųjų pakeitus tik jų realiųjų dalių, t.y. cos(2(k/N) ženklą (žingsnis II, 10 pav.).


10 pav. W k verčių saugojamų kompiuterio ROM’e skaičiaus mažinimas. 

Pagaliau iš skaičių, kurių fazės 00 – 450, sukeitus vietomis jų realiąsias ir menamąsias dalis, galima “pagaminti” tuos kurių fazės 450 – 900 (žingsnis III, 10 pav.). Tai reiškia, kad, norint atlikti N = 16 taškų imties FFT, pakanka patalpinti kompiuterio ROM’e tik du kompleksinius skaičius. W 0 = 1 laikyti atmintyje nėra prasmės.

Baigiant pažintį su sparčiuoju Furjė vaizdavimu, galima suabejoti – kam to reikia. Juk jau sukurta daugybė sistemų (pvz., MicroCall ORIGIN, MathCad ir kt.), kur FFT procedūra yra realizuota, ir belieka tik jomis naudotis. Bet ši gilesnė pažintis su FFT idėjomis ir jų įgyvendinimo būdais gali labai praversti kuriant sparčius kitų integralinių vaizdavimų algoritmus. Pagaliau ir naudotis kitų sukurtomis programomis yra tol gera, kol nepasitaiko keblių uždavinių, kurių sprendiniai yra akivaizdžiai beprasmiai. Tuomet nori nenori tenka gilintis į patį algoritmą, ieškoti jo silpnųjų pusių, jį modifikuoti arba tiesiog suprogramuoti pačiam. O tai dažnai būna paprasčiau.
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