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Integraliniai vaizdavimai optikoje
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V.Balevičius. Taikomoji optika


Integraliniai vaizdavimai optikoje.

Integralinis vaizdavimas – tai

G(f) ( 
[image: image50.wmf]



(1)

pavidalo matematinė operacija, kurios pasėkoje iš vienos funkcijos (sakoma – originalo arba vaizduojamosios) g(x) gaunama kita G(f) (t.y. g(x) vaizdas). Kita pointegrinė funkcija K(x, f) vadinama vaizdavimo branduoliu. Akivaizdu, kad fizikiniu požiūriu tokia vienos funkcijos pakeitimo kita procedūra yra prasminga tik tuomet, jeigu “naujoji” funkcija G(f) turi kažkokių privalumų prieš g(x) – ji tiesiogiai “išmatuojama” eksperimento metu, paprasčiau atliekami kiti jos matematiniai pertvarkymai, jos fizikinė prasmė akivaizdesnė ir t.t. 

Pastaruoju metu vis dažniau akcentuojama, kad įvairūs vyksmai optinėse sistemose ir spektriniuose prietaisuose gali būti aprašyti unifikuotai, būtent – tam tikrais integraliniais vaizdavimais. Kaip pavyzdį išnagrinėkime vieną paprasčiausių optinių reiškinių – difrakciją už apertūrinės diafragmos. Apertūrinė diafragma – tai “pati siauriausia” prietaiso vieta, labiausiai apribojanti šviesos pluoštelio skerspjūvį. Tokia anga gali būti įmontuota specialiai, siekiant atsiriboti nuo spindulių, sudarančių su optine ašimi didelius kampus (tokiems spinduliams negalioja paraksialusis artutinumas, žr. Kompiuterinis optinių sistemų dizainas.). Jos gali ir nebūti, bet srauto skerspjūvis vis tiek bus ribojimas baigtinių matmenų detalėmis (lęšiais, veidrodžiais, prizmėmis ir kt.). Taigi tai vienas iš paprasčiausių, bet kartu ir būdingiausių optinių prietaisų poveikių į šviesos srautą, kurių praktiškai neįmanoma išvengti. 

Tradiciškai difrakcija nagrinėjama suskaidant bangos frontą ir sudedant antrines koherentines bangas (Hiuigenso (C.Huygens) ir Frenelio (A.J.Fresnel) principas). Tarkime, kad į D pločio apertūrinę diafragmą (1 pav.) krinta monochromatinis lygiagrečių spindulių pluoštas – plokščioji banga. 
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1 pav. Šviesos difrakcija už apertūrinės diafragmos. Nagrinėjimas remiantis Hiuigenso ir Frenelio principu.

Antrinės bangos, sklindančios kampu ( krintančio puošto krypties atžvilgiu iš dl pločio fronto “taško”, nutoliusio per l nuo viršutinio diafragmos krašto, lygtis užrašoma: 

dE ( a0 dl 
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(2)

kur a0 – suminė bangos iš vienetinio pločio fronto atkarpos amplitudė, ( ir ( – virpesių ciklinis dažnis ir bangos ilgis atitinkamai. Antrinės bangos interferuoja

E ( 
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(3)

ir po nesudėtingų matematinių pertvarkymų išvedame šviesos galios (intensyvumo) optinės sistemos išėjime skirstinį 

G ( E(E( ( a02D2 
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(4)

(Čia ir kituose skyriuose E( reiškia kompleksinio skaičiaus E sujungtinį.) Tokio pavidalo funkcijos taip dažnai sutinkamos optikoje, visur, kur tik pasireiškia difrakcija, kad joms buvo duotas net atskiras vardas – sinc(…), o tiksliau: sinc(x) ( sin((x)/((x). Funkcijų sinc(x) ir sinc2(x) grafikai pateikiami 2 pav.

2 pav. Funkcijų sinc(x) ir sinc2(x) grafikai.

Pastebėję, kad a02D2 ( E02 yra visos per sistemą praėjusios bangos amplitudės kvadratas, t.y. intensyvumas G0, (4) perrašome:

G ( G0 sinc2
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(5)

Tokį pat rezultatą galima gauti ir kitu (gal būt ne taip “išvažinėtu”) keliu. Tam įsiveskime naują funkciją f(t), nusakančią per prietaisą sklindantį šviesos srautą kiek kitaip. Parodysime, kad galios skirstinys (5) yra tos funkcijos Furjė vaizdas. 

Pirmiausia įveskime laiko atskaitą (t ( t0, kai bangos frontas pasiekia diafragmą) ir naują parametrą (t, nusakantį, kiek vėluoja ir kiek aplenkia kraštinių (sklindančių iš l ( 0 ir l ( D kampu ( optinės ašies atžvilgiu) antrinių bangų frontai centrinį (– iš l ( D/2). Jie pavaizduoti 3 pav. 










3 pav. Šviesos difrakcija už apertūrinės diafragmos. Furjė vaizdavimo metodas.

Nesunku pastebėti, kad esant tokiai laiko atskaitai, antrinė banga (2) vėluos nuo centrinės per

t ( 
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(6)

ir jos fazė lygtyje (2) pertvarkoma: 

( t0 + 
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(Čia ir toliau c ir ( yra šviesos greitis ir dažnis atitinkamai.) Kitu žingsniu, išdiferencijavę (6) ir pasinaudoję tuo, kad (t ( Dsin(/c (3 pav.), surišame dl ir dt:

dt ( 
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(7)

Dabar integralą (3) pertvarkome, pakeisdami kintamuosius ir integravimo ribas:

dl ( dt
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(8)

kur

f(t) ( 
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(9)

Toks f(t) apibrėžimas leidžia integravimo ribas išplėsti iki begalybės. Tuomet paskutinė (8) lygybė reiškia, kad optinis prietaisas (šiuo atveju – paprasčiausia diafragma() atliko funkcijos f(t) integralinį vaizdavimą, ir konkrečiai – Furjė vaizdavimą. Koks šios operacijos rezultatas, paaiškėja ištyrus vaizduojamąją funkciją f(t). Jos grafikas parodytas 4 pav.







 f(t)








  –(t/2

0
 +(t/2

      t
4 pav. Funkcijos f(t) (9) grafikas.


Tokios stačiakampės formos funkcija labai dažnai sutinkama optikoje, radiotechnikoje ir kt. Ji žymima rect(…) arba ((…). Nagrinėjamoji f(t) (4 pav.) būtų f(t) ( rect
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. Jos Furjė vaizdas yra taip gerai žinomas, kad kartais netgi sakoma, kad tai “klasikinis” Furjė vaizdavimo pavyzdys. Taigi stačiakampės funkcijos (
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 Furjė vaizdas yra aukščiau minėtoji funkcija sinc((((t) (2 pav.). Prisiminus sąryšį (t ( Dsin(/c (3 pav.), matome, kad šiuo metodu išvestasis EE( tiksliai sutampa su (5), t.y. su gautuoju remiantis Hiuigenso ir Frenelio metodu.

Tuo būdu parodėme, kad optinis prietaisas atlieka spinduliuotę nusakančios funkcijos f(t) integralinį (šiuo atveju – Furjė) vaizdavimą. Integraliniai vaizdavimai matematiniu požiūriu yra labai elegantiškas optinių sistemų nagrinėjimo būdas. Štai kaip spėriai, pritaikius šį metodą, būtų išvestas spinduliuotės galios už difrakcinės gardelės skirstinys (5 pav.).

Funkcija f(t) :

N plyšių (diafragmų)
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     b
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       Furjė






 vaizdavimas

Galios skirstinys G ( E(E(:









(/a




(/b
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      . . .


. . .
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    sin(
5 pav. Spinduliuotės galios už N plyšių difrakcinės gardelės skirstinio G(() ( E(E( išvedimas Furjė vaizdavimo metodu.


Toks stačiakampių impulsų voros Furjė vaizdavimas irgi yra “klasikinis”, t.y. vienas dažniausia literatūroje pateikiamųjų pavyzdžių. Todėl iš kart, pasinaudojus “gatavu” šios matematinės procedūros rezultatu, turime G(() ( E(E( (5 pav.). Palyginimui tikslinga pavartyti optikos vadovėlius ir pažiūrėti, kiek reikia įdėti triūso, kad gautume šį rezultatą tradiciniais būdais, pvz. remiantis Hiuigenso ir Frenelio principu. 

Vis dėl to, kalbant apie integralinius vaizdavimus, labiausia pabrėžtina yra tai, kad, suteikus (1) diskretinį pavidalą

G(fl) ( 
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(10)

šis metodas tampa labai universaliu – įvairiausius (tegu ir pačius sudėtingiausius – nuo to priklauso tik matricinių elementų Kkl išraiškos) vaizdavimus galima atlikti unifikuotai. Tobulėjant diskretinės signalų analizės metodams, skaičiavimo algoritmams ir aišku – pačių kompiuterių galimybėms, tampa įmanomu ir labai sudėtingų optinių sistemų bei reiškinių, reikalaujančių ypač didelių duomenų imčių, skaitmeninis apdorojimas. (Įgyvendinama tai, ko taip siekdavo lordas Kelvinas, anot kurio – formulės man nesuteikia pasitenkinimo tol, kol aš nepajuntu dydžių skaitmeninių verčių.).


Keletas baigiamųjų pastabų. Šiame skyriuje vartojome sąvoką galios (intensyvumo) optinės sistemos išėjime skirstinys G ( EE(. Kadangi į prietaisą “krito” monochromatinė banga, tai “skirstinys” šiuo atveju suprantamas kaip funkcija, nusakanti spinduliuotės galios pasiskirstymą erdvėje l kampais ( (1,3,5 pav.). Daugumos prietaisų optinė dalis “pasibaigia” fokusuojančiąja sistema (tai gali būti lęšiai ar įgautieji veidrodžiai). Todėl, kai sakoma “optinės sistemos išėjimas”, tai galvoje turima šios fokusuojančiosios sistemos židinio plokštuma. Tuomet kampinį galios skirstinį tikslingiau pertvarkyti į tiesinį: G(() ( G(x), kur x –židinio plokštumos taško koordinatė. Šis perėjimas nuo ( prie x yra trivialus mastelio (bet ne funkcijos pavidalo() pakeitimas: ( ( x/F, kur F – fokusuojančiosios sistemos židinio nuotolis. Situacija sudėtingesnė, kuomet į prietaisą patenka nemonochromatinių bangų srautas. Tuomet optinės sistemos išėjime turėsime skirstinių ir pagal erdvines koordinates, ir pagal dažnius (ar bangų ilgius) sanklodą. Galios skirstinys dažniais vadinamas spinduliuotės spektru. Spektrų tyrimai tapo savita, savarankiška ir sparčiai besivystančia optikos dalimi – spektromterija (literatūroje anglų klb. dažniau sakoma – spektroskopija (spectroscopy)). Įdomesnieji spektrometriniai prietaisai nagrinėjami kituose skyriuose.


Žemiau pateikiami kai kurie optikoje dažniausia sutinkami integraliniai vaizdavimai, jų svarbesniosios savybės ir kai kurios originalas ( vaizdas funkcijų poros.

Furjė vaizdavimas.

Jis dažniausia sutinkamas spektrometrijoje, harmoninėje analizėje ir košime, holografijoje, apdorojant optinę informaciją, atpažįstant objektų atvaizdus ir kt. Tiesioginis ir atvirkštinis Furjė vaizdavimai nusakomi lygtimis
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ir
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(12)

Tai reiškia, kad operacijos (1) branduolys yra 

K(x, f) ( exp(–i2(fx),




(13)

ir integravimo ribos išplėstos iki begalybės. Formaliai tai įgyvendinamas nesunkiai išplečiant funkcijos g(x) apibrėžimo sritį: g(x) ( 0, visiems x ( [a, b], pvz. (9).


Analogiškai apibrėžiami dvimačiai Furjė vaizdavimai:
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(14)

ir jo atvirkštine procedūra
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(15)

Furjė vaizdavimo savybės.

Kintamųjų atskyrimas. Jeigu funkciją g(x,y) galima išreikšti sandauga g1(x) g2(y), tai G((,() ( G1(()(G2((), kur G1(() ir (G2(() yra vienmačiai funkcijų g1(x) ir g2(y) vaizdai atitinkamai.

Panašumas ir postūmis. Tiesiškai atvaizdavus funkcijos g(x,y) kintamuosius g(x,y) ( g((x – a, (y – b), jos Furjė vaizdas pasikeičia: 

G((,() ( 
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Grįžtė (angl.– convolution). Jeigu dvi funkcijos g(x,y) ir h(x,y) yra surištos grįžtės lygtimi 

g(x,y) ( h(x,y) ( 
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tai grįžtės Furjė vaizdas lygus g(x,y) ir h(x,y) vaizdų sandaugai G(()(H(().

Autokoreliacija. Funkcijos g(x,y) autokoreliacija apibrėžiama kaip g(x,y) ( g((–x, –y). Jos Furjė vaizdas yra (G((,()(2.

Parsifalio ( Parseval) teorema. Ji kartais interpretuojama kaip energijos tvermės dėsnio analogas (džiauliai ( džiauliai):


[image: image31.wmf]ò

ò

+¥

¥

-

+¥

¥

-

y

x

y

x

g

d

d

)

,

(

2

 ( 
[image: image32.wmf]ò

ò

+¥

¥

-

+¥

¥

-

h

x

h

x

d

d

)

,

(

2

G

.
Pjūvio projekcija. 
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Ši Furjė vaizdavimo savybė plačiai taikoma kompiuterinėje tomografijoje (smulkiau apie tai žr. Tomografija).

Kai kurios dažniau pasitaikančios originalas ( vaizdas funkcijų poros.

1. ((x/a) ( sinc(fa)

2. ((x/a) ( sinc2(fa)

3. cos(2(f0 x) ( 
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4. Dirako šukos (comb function).

Tai funkcija sukonstruota iš Dirako ( funkcijų:

ш(x) ( 
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Šios funkcijos Furjė vaizdas irgi yra Dirako šukos:

Ш(f) ( 
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Svarbi savybė.

Funkcijų F(f) ir Ш(f) grįžtė:
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Laplaso vaizdavimas.


Šis integralinis vaizdavimas 

L(p) ( 
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(p – kompleksinis skaičius) optikoje sutinkamas rečiau. Kaip pavyzdį galėtume pateikti Furjė vaizdavimą su apodizacija (žr. Furjė spektrometrija). Laplaso vaizdavimas taikomas tuo atveju, kai funkcijos neturi Furjė vaizdų. Daugelis jo ir Furjė vaizdavimo savybių yra labai panašios:

Panašumas. f(ax) ( 
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Postūmis. f(ax) ( exp(–ap) F(p).

Grįžtė. f(x) ( g(x) ( F(p)(G(p).

Autokoreliacija. f(x)(f(–x) ( F(p)(F(–p).

Kai kurios originalas ( vaizdas funkcijų poros.

1. ((x) ( 1.

2. ((x) ( 
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3. ((x) ( 
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4. exp(–a(x() ( 
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5. H(x) ( 1/p, kur funkcija H(x) – “laiptelis”:
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x
Kiti integraliniai vaizdavimai.

Galima būtų išvardinti daugybę kitų optikoje sutinkamų integralinių vaizdavimų. Pvz., nagrinėjant dvimačius objektus, kuriems būdinga ašinė simetrija (o tai aktualu daugeliui optinių sistemų), patogiausia naudotis Furjė ir Beselio vaizdavimu; aprašant koherentinių laukų laisvąjį sklidimą, sklidimą per lęšius, optines daugybos bei grįžtės operacijas labai svarbų vaidmenį vaidina Frenelio vaizdavimas; Hilberto vaizdavimas leidžia fazinės analizės metodo principus pritaikyti tiriant nemonochromatinius signalus; panaudojant Melino vaizdavimą galima sukurti optinius koreliatorius, mažai jautrius objektų postūmiams ir mastelio pakeitimams; Abelio vaizdavimas atsiranda atstatant daugiamatį objektą iš žinomų jo projekcijų. Paminėtieji ir kiti labai saviti optikos uždaviniai nebus nagrinėjami šioje knygoje. Todėl čia nepateikiami matematiniai išvedžiojimai ir formulės. Gilesnei pažinčiai su optikos integraliniais vaizdavimais galima rekomenduoti: H.J. Caufield, Handbook of Optical Holography, Academic Press, N.Y. 1979.
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